
Всеукраїнська олiмпiада з iнформатики 2023-2024, III етап, I тур
20 областей та мiсто Київ, 17 лютого 2024

Задача A. Магазини
Якщо ми додамо кiлькiсть магазинiв на першому i другому шляху a + b, ми порахуємо деякi

магазини двiчi. А саме, тi, якi є на обох шляхах. А таких магазинiв c. Тому вiднiмемо цю кiлькiсть
— вiдповiдь a+ b− c.

Задача B. Складаємо масив
Вiдповiдь — масив вiдсортований за незростанням.
Чому так? Порахуймо суму всiх конкатенацiй
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Перша частина не змiнюється вiд перестановки масиву a, а щоб мiнiмiзувати значення другої
суми, треба вiдсортувати масив за незростанням. Доводиться просто — якщо є два елементи ai, aj ,
що ai < aj та i < j, то їх можна помiняти мiсцями й вiдповiдь не збiльшиться.

Задача C. Всi полюбляють перестановки
Кожну перестановку можна розбити на "цикли".
Позначимо pk(i) = p[pk−1(i)], i p0(i) = i. Будемо перебирати k за зростанням з 1. Колись ми

зациклимось, тому що прийдемо в якийсь елемент, де вже були.

1. Чому це колись станеться? Якби ми не знайшли такий цикл, то це означало що в нас є нескiн-
ченно багато елементiв в перестановцi.

2. Чому це буде саме цикл? Якби це був не цикл, то для якогось числа x його число входжень у
перестановку було бiльше за 1.

Ми розбили перестановку на цикли. Тепер треба порахувати суму iндексiв. Розвернемо цикл в
iншу сторону, щоб йти так, як нам сказано в задачi. Тодi, нам залишається тiльки зробити префiкснi
суми на цих циклах i акуратно пiдрахувати вiдповiдь — порахувати скiльки разiв цикл повнiсть
пройдеться, i скiльки ще елементiв пiсля повного проходу воно обiйде.

Асимптотика — O(N)

Задача D. Крiт
Порахуймо для кожної клiтинки максимальну вiдстань вiд неї до дiрки. Наївне розв’язання пра-

цюватиме за O((nm)2). Зробiмо трошки розумнiше. Будемо запускати алгоритм бфс з дiрок, i пiсля
того, як вiн знайде мiнiмальну вiдстань вiд дiрки до всiх клiтин, оновимо масив з максимальними
вiдстанями.

Далi знаходимо мiнiмум в масивi максимальних вiдстаней i виводимо всi клiтинки, якi мають
таку максимальну вiдстань. Таким чином отримуємо асимптотику O(nmk), де k — кiлькiсть дiрок.

Планувалось дати ще блок, де гарантується, що мiж кожними двома клiтинами, що не
мiстять квiт, iснує не бiльше нiж 1 шлях, i нема обмеження на кiлькiсть дiрок. Але, вiн не
пройшов у фiнальний етап, бо був окремо складнiший за всi iншi блоки.

Задача E. НСД, Сума, Помножити. що?...
Перший важливий факт для розв’язання цiєї задачi — gcd змiнюється не бiльше, нiж logA разiв.

Це можна просто показати, нехай в нас g1, g2, де g2 = gcd(g1, x). Тепер, якщо g1 6= g2, то g1
g2

> 1 (бо
g2 дiлить g1), тобто хоча б 2, що значить, що кожен раз коли gcd змiнюється, воно зменшується хоча
б вдвiчi.

Тепер, давайте для кожної позицiї i знайдемо позицiї j злiва i k справа, де gcd змiнюється. Але,
треба запам’ятати для кожного gcd останню позицiю, так, щоб довжина вiдрiзка [j; i] чи [i; k] була
максимальною. Для кожної позицiї в нас є O(logA) позицiй, де gcd змiнюється.

Зафiксуймо праву границю r, тодi щоб вiдповiдати на запити пiдтримуймо масив b, що bi —
найбiльша вiдповiдь для вiдрiзкiв, що мають лiву границю в i, i їх права границю менше рiвна r.
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Щоб вiдповiсти на запит [l; r] питаємо максимум в масивi b на вiдрiзку [l; r] i треба перевiрити
всi вiдрiзки, якi починались в цьому вiдрiзку, але закiнчились лiвiше. Тодi al точно було взято у
вiдрiзок, то перевiримо всi вiдрiзки, де змiнюється gcd справа вiд l.

Таке можна розв’язувати офлайн за допомогою дерева вiдрiзкiв i сортуванням запитiв, чи он-
лайн, за допомогою персистентного дерева вiдрiзкiв.

Розв’язок з персистентним деревом вiдрiзкiв має асимптотику
O(N logN logN +Q · (logA+logN)). Iншi розв’язки, якi вiдомi менi, мають таку саму асимптотику,
але кращу константу, що робить їх значно швидшими.

На початку планувалось зробити всi запити онлайн щоб було цiкавiше розв’язувати задачу,
але через деякi причини було вирiшено зробити задачу стандартною — хто хоче розв’язувати
офлайн — нехай розв’язує

Автор усiх задач: Андрiй Столiтнiй
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Задача A. Заявки
Щоб було n сторiнок з вакансiями, треба, щоб на n − 1 з них було по 20 вакансiй, i ще хоча б

одна, щоб створити нову сторiнку — 20 · (n − 1) + 1. Щоб не створити n + 1-у сторiнку, треба, щоб
було менше нiж 20 · n+ 1 вакансiй, тобто максимальна кiлькiсть — 20 · n.

Задача B. Хрестики-нулики
Перше, що треба зробити — перевiрити, що поля вiдрiзняється не бiльше нiж в однiй позицiї.

Якщо в бiльше нiж однiй, то неможливо за 1 крок змiнити два поля, i вiдповiдь NO. Якщо два поля
рiвнi, то вiдповiдь YES, бо можна отримати поле B не зробивши жодного кроку.

Тепер маємо позицiю (x, y) яка вiдрiзняється у двох полях. Перевiримо, чи Ax,y = ’.’, якщо
нi, то неможливо поставити знак в непусте поле, i вiдповiдь NO. Iнакше, подивимось на те, хто мав
ходити наступним у полi A, хрестики чи нулики? Це можна зробити порахувавши кiлькiсть нуликiв
i хрестикiв, якщо рiвно, то хрестики, iнакше нулики. Залишається лише перевiрити, що поставилось
саме те, що треба було.

Задача C. Дискотека
Навчимось перевiряти, чи можна вибрати набiр пiсень, що в нього вiдношення суми рейтингу до

суми тривалостi бiльше або дорiвнює x. ∑
i∈X ri∑
i∈X ti

> x∑
i∈X

ri > x ·
∑
i∈X

ti

∑
i∈X

(ri − ti · x) > 0

Таким чином, завжди оптимально брати k пiсень, якi мають найбiльше значення рiзницi ri−ti ·x.
Зробимо бiнарний пошук по вiдповiдi, будемо проходитись по масиву, сортувати й шукати суму

перших k. Якщо сума бiльше нiж 0, то можна отримати вiдповiдь рiвну x, iнакше нi.
Загальна асимптотика — O(N logA logN).

Задача D. Послiдовнiсть
Будемо йти злiва направо по масиву i тримати значення dpa — максимальна довжи-

на пiдпослiдовностi, що закiнчується в елементi зi значенням a. Тодi можна перераховувати
dpai = max(dpai , dpj + 1), так що l 6 j + ai 6 r.

Що робити тепер? Перераховуймо dp за допомогою дерева вiдрiзкiв. Будемо запитувати макси-
мум на вiдрiзку [l − ai; r − ai], i оновлювати в точцi ai. Це можна робити за допомогою неявного
дерева вiдрiзкiв, або компресiї координат.

Загальна асимптотика — O(N logN) з компресiєю.

Задача E. Матчi
Перефразуємо задачу. Нам дано список ребер, треба розбити на вiдрiзки цей список, щоб врахо-

вуючи ребра з кожного вiдрiзку окремо виходив двудольний граф.
Давайте будемо йти й жадiбно добирати ребра в граф, поки це ребро нiчого не псує. Як ми мо-

жемо швидко перевiрити, чи псує нам ребро двудольнiсть? Скористаємось СНМ. Будемо в кожнiй
вершинцi пiдтримувати предка i парнiсть довжини шляху до кореня. Таким чином ми "пофарбува-
ли"всi вершинки у компонентi.

Коли ми додаємо ребро, що об’єднує двi компоненти, то ми його завжди можемо додати. Iнакше,
треба перевiрити парнiсть вiдстанi до кореня, якщо однакова, то нiчого не робимо, iнакше розпочи-
наємо новий вiдрiзок.

СНМ можна модифiкувати й перераховувати вiдстань до кореня пiд час пошуку кореня. Коли
двi компоненти об’єднуються, ми фактично додаємо ребро не (a; b), а (par[a]; par[b]). Тому треба
сказати, що парнiсть вiдстанi вiд par[a] до par[b] дорiвнює парностi суми dst[a] + dst[b] + 1.

Автор усiх задач: Андрiй Столiтнiй.
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